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非正交弧线齿面齿轮齿面设计及根切研究
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摘　　　要：非正交弧线齿面齿轮是以端面渐开线弧线齿圆柱齿轮为假想刀具包络展成的面齿轮。根据面

齿轮啮合原理推导了非正交弧线齿面齿轮齿面方程，结合 Ｍａｔｌａｂ数学模型和根切理论研究了该种面齿轮的

根切现象，计算出面齿轮不产生根切的最大内径，并通过Ｃａｔｉａ仿真滚齿来验证计算的准确性。该研究旨在

提出一种新型非正交面齿轮，通过理论推导及仿真模拟来研究该种面齿轮的根切现象，在此基础上探究非正

交弧线齿面齿轮的内径影响因素。研究结果表明：在同等参数下，当位置参数增大时，刀具渐开线截面高度和

内径逐渐减小，当刀具圆弧半径增大时，内径逐渐减小，刀具渐开线截面高度逐渐增大。
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　　面齿轮副
［１２］是一种与锥齿轮副相似的齿轮

传动结构。面齿轮副是由小轮为圆柱齿轮和大轮

为面齿轮组成，相比锥齿轮传动而言，面齿轮具有

体积小、承载能力强以及拥有较大重合度等特点，

这就使得面齿轮在高速、重载的工况下得到广泛

使用，现已应用于飞机、车辆以及其他高性能机械

装备中。且随着面齿轮的不断发展，许多新型面

齿轮也逐渐被设计出来，如直齿面齿轮［３７］、斜齿

面齿轮［８９］、基于刀盘加工的弧线齿面齿轮［１０１２］和

蜗杆面齿轮［１３］等。在设计面齿轮时，必须避免根

切和齿顶变尖现象，故应将面齿轮齿宽设计在合

理的范围内，从而消除根切和齿顶变尖。本文以

端面渐开线的弧线齿圆柱齿轮［１４１７］作为假想刀

具，推导出非正交弧线齿面齿轮齿面方程，并通

过 Ｍａｔｌａｂ对齿面进行编程得到单齿全齿面数学

模型。

１　非正交弧线齿面齿轮齿面方程推导

１１　弧线齿圆柱齿轮齿面方程

由图１～图３可见，刀具齿轮齿宽为犅，节

圆半径为犚１，齿线犔为分度圆柱面上的齿槽对

称线，圆弧半径为犚ｔ。犚ｂ是刀具基圆半径，θｓ是

渐开线上任意一点的角度参数，θｓ０是齿槽对称

线犗狓到渐开线起始点的角度参数，平面犗狓狔

图１　弧线齿圆柱齿轮坐标系

Ｆｉｇ．１　Ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｇｅａｒｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

ｗｉｔｈａｒｃｔｅｅｔｈ

和平面犗ｓ狓ｓ狔ｓ垂直距离为犺，狓ｓ 轴相对于狓轴

图２　截面坐标系

Ｆｉｇ．２　Ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

图３　圆柱齿轮展开图

Ｆｉｇ．３　Ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｇｅａｒｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｄｉａｇｒａｍ

绕狕ｓ轴旋转了位置角β，刀具两侧渐开线分别为

λ１λ１、λ２λ２，与两侧渐开线对应的法向量分别

为狀１，狀２。

β＝ （犚ｔ－ 犚２ｔ－犺槡
２）／犚１ （１）

　　渐开线齿廓方程为

狉ｈ（θｓ）＝ （狓ｈ，狔ｈ，狕ｈ，狋）
Ｔ
＝

犚ｂ［ｃｏｓ（θｓ０＋θｓ）＋θｓｓｉｎ（θｓ０＋θｓ）］

±犚ｂ［ｓｉｎ（θｓ０＋θｓ）－θｓｃｏｓ（θｓ０＋θｓ）］

烄

烆

烌

烎

０

１

（２）

　　涉及到的坐标变化为

犕ｓｈ＝

ｃｏｓβ －ｓｉｎβ ０ ０

ｓｉｎβ ｃｏｓβ ０ ０

０ ０ １ 犺

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １

（３）

２８０１
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　　刀具齿面方程为

狉ｓ（狉ｓ狓，狉ｓ狔，狉ｓ狕，狋）
Ｔ
＝犕ｓ犺狉ｈ＝

犚ｂ［ｃｏｓ（θｓ０＋θｓ±β）

＋θｓｓｉｎ（θｓ０＋θｓ±β）］

±犚ｂ［ｓｉｎ（θｓ０＋θｓ±β）

－θｓｃｏｓ（θｓ０＋θｓ±β）］

犺

烄

烆

烌

烎１

（４）

　　刀具齿面法向量为

狀＝
狉ｓ

θｓ
×
狉ｓ

犺
＝ （狀狓，狀狔，狀狕）

Ｔ （５）

１２　非正交弧线齿面齿轮全齿面方程推导

如图４所示，根据非正交弧线齿面齿轮传

动简图建立面齿轮副传动坐标系，如图５所

示。面齿轮和刀具齿轮的固定坐标系分别为

犗２０狓２０狔２０狕２０、犗ｓ狓ｓ狔ｓ狕ｓ，动坐标系分别为犗２

狓２狔２狕２、犗１狓１狔１狕１，为了方便面齿轮和假想刀

具之间的坐标变换，从而建立中间坐标系犗ｐ

图５　非正交弧线齿面齿轮坐标系

Ｆｉｇ．５　Ｎｏｎｏｒｔｈｏｇｏｎａｌａｒｃｔｏｏｔｈｆａｃｅｇｅａｒｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

狓ｐ狔ｐ狕ｐ，面齿轮与刀具齿轮轴交角为γ，刀具与

面齿轮传动轴的轴心距为犔０，面齿轮与刀具的

角速度分别为ω２、ωｓ。刀具轴线与面齿轮齿顶

平面的距离为狉ｓｍ＝犚１－犿，面齿轮与刀具的转

动参数分别为φ２、φｓ。

图５涉及到的坐标变换的矩阵如下：

犕１，ｓ＝

ｃｏｓｓ －ｓｉｎｓ ０ ０

ｓｉｎｓ ｃｏｓｓ ０ ０

０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

图４　非正交弧线齿面齿轮传动简图

Ｆｉｇ．４　Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｄｉａｇｒａｍｏｆｎｏｎｏｒｔｈｏｇｏｎａｌａｒｃ

ｔｏｏｔｈｆａｃｅｇｅａｒｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ

犕ｐ，１ ＝

０ ０ １ 犔０

０ １ ０ ０

－１ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

犕２０，ｐ＝

ｓｉｎγ ０ －ｃｏｓγ ０

０ １ ０ ０

ｃｏｓγ ０ ｓｉｎγ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

犕２，２０ ＝

ｃｏｓ２ ｓｉｎ２ ０ ０

－ｓｉｎ２ ｃｏｓ２ ０ ０

０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

犕２，ｓ＝犕２，２０·犕２０，ｐ·犕ｐ，１·犕１，ｓ （６）

　　设接触点沿刀具坐标系运动的速度为狏ｓ，随

面齿轮坐标系运动的速度为狏２，那么刀具齿轮与

面齿轮的齿面接触处的相对速度就是狏
（ｓ，２）。

刀具齿轮与被加工面齿轮齿面相对速度为

狏
（ｓ，２）
＝ （ωｓ犽ｓ－ω２犽２）×狉ｓ－ω２犽２×犔０犽ｓ＝

（狏
（ｓ，２）
狓 ，狏

（ｓ，２）
狔 ，狏

（ｓ，２）
狕 ）Ｔ （７）

　　将式（５）、式（７）代入非正交弧线齿面齿轮啮

合方程为

犳＝狀·狏
（ｓ，２）
＝

狀狓×狏
（ｓ，２）
狓 ＋狀狔×狏

（ｓ，２）
狔 ＋狀狕×狏

（ｓ，２）
狕 ＝

ｓｉｎｓ犪０＋ｃｏｓｓ犫０－犃＝０ （８）

３８０１



航　空　动　力　学　报 第３５卷

其中犃、犪０、犫０ 分别为

犃＝±狉ｓ狔（ωｓ－ｃｏｓγω２）ｓｉｎ（θｓ０＋θｓ０±β）＋

狉ｓ狓（ωｓ－ｃｏｓγω２）ｃｏｓ（θｓ０＋θｓ±β）

犪０ ＝犚ｂ
β

犺
ｓｉｎγω２狉ｓ狔

ｓｉｎγω２（狉ｓ狕＋犔０）ｓｉｎ（θｓ０＋θｓ±β）

犫０ ＝犚ｂ
β

犺
ｓｉｎγω２狉ｓ狓＋

ｓｉｎγω２（狉ｓ狕＋犔０）ｃｏｓ（θｓ０＋θｓ±β） （９）

　　化简即可得到ｓ关于θｓ、犺的方程

犪２０＋犫槡
２
０ｓｉｎ（ｓ＋狋）＝犃

狋＝ａｒｃｔａｎ
犫０
犪０

ｓ＝ａｒｃｓｉｎ
犃

犪２０＋犫槡（ ）２
０

－狋 （１０）

　　非正交弧线齿面齿轮工作齿面方程

狉２ ＝犕２ｓ狉ｓ＝ （狉２狓，狉２狔，狉２狕）
Ｔ

狉２狓 ＝ （ｃｏｓ２ｃｏｓγｃｏｓｓ＋ｓｉｎ２ｓｉｎｓ）狉ｓ狓＋

（－ｓｉｎｓｃｏｓ２ｃｏｓγ＋ｓｉｎ２ｃｏｓｓ）狉ｓ狔＋

ｃｏｓ２ｓｉｎγ狉ｓ狕＋ｃｏｓ２ｓｉｎγ犔０

狉２狔 ＝ （－ｓｉｎ２ｃｏｓγｃｏｓｓ＋ｃｏｓ２ｓｉｎｓ）狉ｓ狓＋

（－ｓｉｎｓｓｉｎ２ｃｏｓγ＋ｃｏｓ２ｃｏｓｓ）狉ｓ狔－

ｓｉｎ２ｓｉｎγ狉ｓ狕－ｓｉｎ２ｓｉｎγ犔０

狉２狕 ＝－ｃｏｓｓｓｉｎγ狉ｓ狓＋ｓｉｎｓｓｉｎγ狉ｓ狔＋

ｃｏｓγ狉ｓ狕＋ｃｏｓγ犔０ （１１）

　　由过渡曲面形成条件，将式（１１）与刀具齿顶

处的θｓ联立，即可求得非正交弧线齿面齿轮过渡

曲面方程为

狉２ ＝

狉２ ＝犕２ｓ狉ｓ

θｓ＝
犚２ａ－犚

２
槡 ｂ

犚

烅

烄

烆 ｂ

（１２）

　　非正交弧线齿面齿轮设计参数如表１。

表１　设计参数

犜犪犫犾犲１　犇犲狊犻犵狀狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊

参数 数值

模数犿／ｍｍ ４

圆柱齿轮齿数犖ｓ ３０

圆柱齿轮压力角αｓ／（°） ２０

圆柱齿轮齿宽犅／ｍｍ １００

圆弧半径犚ｔ／ｍｍ ５００

面齿轮齿数犖２ １２０

位置参数犔０／ｍｍ ２４０

轴交角γ／（°） １００

　　借助 Ｍａｔｌａｂ将面齿轮单齿全齿面进行可视

化是多样的。根据公式（１０）中得到的ｓ、θｓ、犺三

个未知量的关系，可任取两个作为离散化取值变

量。本文设ｓ为θｓ和犺的函数，故将θｓ 和犺进

行离散化取值代入式（１１）来对面齿轮的工作齿面

进行数学建模如图６。由于过渡曲面中的θｓ为定

值，故将ｓ和犺离散化取值代入式（１２）来建立过

渡曲面数学模型如图７。非正交弧线齿面齿轮单

齿全齿面数学模型如图８。

图６　工作齿面

Ｆｉｇ．６　Ｗｏｒｋｉｎｇｔｏｏｔｈｓｕｒｆａｃｅ

图７　过渡曲面

Ｆｉｇ．７　Ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｓｕｒｆａｃｅ

图８　单齿全齿面

Ｆｉｇ．８　Ｓｉｎｇｌｅｔｏｏｔｈｆｕｌｌｔｏｏｔｈｓｕｒｆａｃｅ
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２　齿根根切

２１　非正交弧线齿面齿轮根切理论

由齿轮根切理论［１］可知，当狏２＝０时，面齿轮

齿面将会出现根切点，则与之对应在刀具齿面上

存在一条根切界限线，由刀具齿面方程（４）可知

狓ｓ、狔ｓ、狕ｓ是关于θｓ和犺的函数。

狏２ ＝狏ｓ＋狏
（ｓ，２）
＝０ （１３）

　　故狏ｓ狓、狏ｓ狔、狏ｓ狕与狏
（ｓ，２）、狉ｓ的关系如下：

狏ｓ狓 ＝－狏
（ｓ，２）
狓 ＝

ｄ狓ｓ
ｄ狋
＝
狓ｓ

θｓ
·ｄθｓ
ｄ狋
＋
狓ｓ

犺
·ｄ犺
ｄ狋

狏ｓ狔 ＝－狏
（ｓ，２）
狔 ＝

ｄ狔ｓ
ｄ狋
＝
狔ｓ

θｓ
·ｄθｓ
ｄ狋
＋
狔ｓ

犺
·ｄ犺
ｄ狋

狏ｓ狕 ＝－狏
（ｓ，２）
狕 ＝

ｄ狕ｓ
ｄ狋
＝
狕ｓ

θｓ
·ｄθｓ
ｄ狋
＋
狕ｓ

犺
·ｄ犺
ｄ

烅

烄

烆 狋

（１４）

　　根据式（１４）可知啮合方程式犳关于θｓ、犺、ｓ

的函数，且犳对任意时刻的狋都为恒等式，对啮合

方程（８）进行微分得

犳
θｓ
·ｄθｓ
ｄ狋
＋
犳
犺
·ｄ犺
ｄ狋
＋
犳
ｓ
·
ｄφｓ

ｄ狋
＝０ （１５）

　　由式（１４）、式（１５）应可得三个等价的线性方

程组，这里选其一为

狓ｓ

θｓ
·ｄθｓ
ｄ狋
＋
狓ｓ

犺
·ｄ犺
ｄ狋
＝－狏

（ｓ，２）
狓

狕ｓ

θｓ
·ｄθｓ
ｄ狋
＋
狕ｓ

犺
·ｄ犺
ｄ狋
＝－狏

（ｓ，２）
狕

犳
θｓ
·ｄθｓ
ｄ狋
＋
犳
犺
·ｄ犺
ｄ狋
＝－

犳
ｓ
·
ｄｓ

ｄ

烅

烄

烆 狋

（１６）

　　且该线性方程组可表示成系数矩阵犈和增

广矩阵犉。

犈＝

狓ｓ

θｓ

狓ｓ

犺

狕ｓ

θｓ

狕ｓ

犺

犳
θｓ

犳


熿

燀

燄

燅犺

，犉＝

犳
θｓ

犳
犺

－
犳
ｓ
·
ｄｓ

ｄ狋

狓ｓ

θｓ

狓ｓ

犺
－狏

（ｓ，２）
狓

狕ｓ

θｓ

狕ｓ

犺
－狏

（ｓ，２）

熿

燀

燄

燅
狕

（１７）

　　由于系数矩阵犈的秩小于等于２，故增广矩

阵犉的行列式等于０。

犉 ＝

犳
θｓ

犳
犺

－
犳
狊
·
ｄｓ

ｄ狋

狓ｓ

θｓ

狓ｓ

犺
－狏

（ｓ，２）
狓

狕ｓ

θｓ

狕ｓ

犺
－狏

（ｓ，２）
狕

＝０ （１８）

　　展开该行列式（１８）得

犳
θｓ

－狏
（ｓ，２）
狕
狓ｓ

犺
＋狏

（ｓ，２）
狓
狕ｓ

（ ）犺 －

犳
犺
－狏

（ｓ，２）
狕
狓ｓ

θｓ
＋
狕ｓ

θｓ
狏
（ｓ，２）（ ）狓 －

犳
ｓ
·
ｄｓ

ｄ狋

狓ｓ

θｓ
·狕ｓ
犺
－
狓ｓ

犺
·狕ｓ
θ（ ）
ｓ
＝０

（１９）

　　将根切条件式（１８）与啮合方程（８）联立即求

得刀具齿轮上的根切界限线，该界限线包含三个

未知量（θｓ，犺，ｓ），由于根切界限线与刀具齿顶圆

柱的交点就是根切界限点，刀具齿顶位置处的

θｓ为

θ

ｓ ＝

犚２ａ－犚
２

槡 ｂ

犚ｂ
（２０）

　　将θ

ｓ 代入式（８）、式（１８）联立的方程组内，

则可求得对应的（犺，ｓ）值，将求得的（θｓ，犺，ｓ）分

别代入两侧工作齿面（１１）即可求得面齿轮的根切

点犆（狓２，狔２，狕２），如图９所示，犚ｉｎ是非正交弧线齿

面齿轮内径。由于弧线齿面齿轮与直齿面齿轮不

同，其单齿两侧并不是呈对称状，应分别对两侧齿

面进行内半径设计，取内径较大的一侧为最终内

径值。

图９　根切简图

Ｆｉｇ．９　Ｕｎｄｅｒｃｕｔｔｉｎｇｄｉａｇｒａｍ

内径计算公式为

犚ｉｎ＝ 狓２２＋狔槡
２
２ （２１）

　　由于非正交弧线齿面齿轮齿面方程较为复

杂，借助 Ｍａｔｌａｂ分别求得两侧犚ｉｎ的值。表２为

求得两侧工作齿面犺、ｓ 的值，以及与其对应的

（狓２，狔２，狕２）及内径值。

由表２及式（２１）可得犚ｉｎ＝２２７．９０ｍｍ。

非正交弧线齿面齿轮根切位置如图１０所示，

在设计面齿轮之初应切去根切部分。
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表２　各参变量值

犜犪犫犾犲２　犈犪犮犺狆犪狉犪犿犲狋犲狉狏犪犾狌犲

工作齿面 犺／ｍｍ ｓ／（°） （狓２，狔２，狕２） 犚ｉｎ／ｍｍ

凸齿面 ０．７１ －０．４５ （２２７．８８，２．５４，－１００．５０） ２２７．９０

凹齿面 ０．７３ ０．４５ （２２７．８７，－２．５５，－１００．５７） ２２７．８９

图１０　根切位置

Ｆｉｇ．１０　Ｕｎｄｅｒｃｕｔｔｉｎｇｐｏｓｉｔｉｏｎ

２２　仿真滚齿验证

为了验证上述计算的真实性，本文基于Ｃａｔｉａ

二次开发，对非正交弧线齿面齿轮齿坯进行仿真

滚齿。如图１１所示，将刀具与面齿轮按照标准中

心距安装，随后根据传动比进行滚齿仿真。从图

１２可以看出在面齿轮内径处发生根切现象，以文

中第２．１节计算的最大内径为半径做旋转槽，在

误差允许的范围内刚好切去根切部分，如图１３。

图１１　非正交弧线齿面齿轮齿坯

Ｆｉｇ．１１　Ｎｏｎｏｒｔｈｏｇｏｎａｌａｒｃｔｏｏｔｈｆａｃｅｇｅａｒｔｏｏｔｈｂｌａｎｋ

２３　内径影响因素

为了找出非正交弧线齿面齿轮不产生根切的

最大内径的影响因素，本文通过位置参数犔０ 和刀

具圆弧半径的变化来探究对内径的影响。如图

１４、图１５为表１所示同等参数下，犔０ 对犺和犚ｉｎ

的影响。

如图１６、图１７为表１所示同参数下刀具圆

弧半径对犺和犚ｉｎ的影响。

图１２　根切

Ｆｉｇ．１２　Ｕｎｄｅｒｃｕｔｔｉｎｇ

图１３　消除根切

Ｆｉｇ．１３　Ｅｌｉｍｉｎａｔｅｕｎｄｅｒｃｕｔｔｉｎｇ

图１４　位置参数犔０ 与犚ｉｎ的关系

Ｆｉｇ．１４　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ犔０ａｎｄ犚ｉｎ
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图１５　位置参数犔０ 与犺的关系

Ｆｉｇ．１５　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ犔０ａｎｄ犺

图１６　刀具圆弧半径犚ｔ与犚ｉｎ的关系

Ｆｉｇ．１６　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ犚ｔａｎｄ犚ｉｎ

图１７　刀具圆弧半径犚ｔ与犺的关系

Ｆｉｇ．１７　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ犚ｔａｎｄ犺

３　结　论

本文推导了非正交弧线齿面齿轮齿面方程，

并在 Ｍａｔｌａｂ中得到全齿面的数学模型，从全齿面

模型中可看出非正交弧线齿面齿轮内径处发生根

切现象，故以齿面方程为基础结合根切理论求出

不产生根切最大内半径，并基于Ｃａｔｉａ二次开发，

对非正交弧线齿面齿轮齿坯进行仿真滚齿，进而

对所得到的最大内径进行验证。从而在设计之初

避免了非正交弧线齿面齿轮齿根发生根切现象。

在同等参数下，探究了位置参数犔０ 和刀具圆

弧半径犚ｔ对犺和内径的影响，得出当位置参数

犔０ 增大时，犺和内径逐渐减小。当刀具圆弧半径

犚ｔ增大时，内径逐渐减小，犺逐渐增大。从而得

知犔０ 逐渐增大时，犺和内径呈正相关。犚ｔ 逐渐

增大时，犺和内径呈负相关。由于弧线齿面齿轮

变量较多，方程较为复杂，该结论亦可辨清非正交

弧线齿面齿轮内径与犺的关系。
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